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@ U epidemiologiji zaraznih bolesti, matematicko modeliranje je alat sa velikim
spektrom primene.

@ Zacetnikom matematickog modeliranja Sirenja bolesti se smatra
dansko-$vajcarski fizicar Danijel Bernuli.

@ Najsira klasifikacija matematickih modela koji se koriste u epidemiologiji je na
deterministi¢ke i stohasti¢ke modele.

@ Stohasti¢ki modeli predstavljaju uopstenja odgovarajucih deterministickih
modela.

@ Predavanje Dinamika stohastickog modela interakcije éelija imunog sistema sa
Cesticama virusa KOVID-19 bavi se primenom teorije stohastickih diferencijalnih
jednacina u epidemiologiji i imunologiji.
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Stohasticke diferencijalne jednacine

@ Realni sistemi, koji su predmet proucavanja razli¢itih nau¢nih disciplina, su vrlo
¢esto podlozni slu¢ajnim uticajima, tako da se, u vecini slucajeva, njihovo
ponasanje ne moZe matematicki precizno opisati deterministi¢kim modelima.
Da bi se taj nedostatak deterministickih modela prevazisao, razmatraju se
stohasticke diferencijalne jedn¢ine koje uklju¢uju slucajne uticaje opisane
pomocu belog Suma.

@ Teorija stohastichckih diferencijalnih jednacina pocela je da se razvija u okviru
teorije stohasti¢kih procesa 50-ih godina proslog veka. Nezavisno jedan od
drugog, ovu teoriju su razvili Josif Ilji¢ Gihman i K. Ito. Danas je
opsteprihvacena terminologija koju je uveo Ito.

@ Stohastitke diferencijalne jednachine nalaze primenu u mnogim disciplinama,
uklju¢ujudi pre svega inZenjerstvo, ekonomiju, finansije, fiziku, biologiju, itd.
Stohasticki modeli sadrze , beli Sum” koji predstavlja generalisani izvod
Vinerovog procesa, tj. £(£) = w(#).
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’ 1. Osnovna stohasti¢ka diferencijalna jednadina ‘

Najcesci oblik Itd-ove stohasticke diferencijalne jednacine je

[4X(® = b(t, X®) dt + o(t, X(©) AW |

gde je:
@ X(t) - stohasti¢ki proces,
@ b(t, X(t)) — drift koeficijent,
@ o(t, X(#)) - koeficijent difuzije,

@ W(#) - standardno Braunovo kretanje.

Integralni oblik:

i i
X() = X©) + f b(s, X(s)) ds + f a(s, X(5)) AW ().
0 0
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‘ 2. Stohastitka diferencijalna jednadina sa kasnjenjem ‘

Kod sistema sa kasnjenjem buduéa dinamika zavisi i od prethodnog stanja sistema.

[ax® = b(t, X0, X(t = D) dt + o(t, X0, X(t = 1) dW(D) |

gde je T > 0 vreme kasnjenja.

Potrebno je zadati i po¢etnu istoriju procesa:

X(t) = @), t € [-7,0].

Vrednost X(t) ne zavisi samo od trenutnog stanja X(¢), ve¢ i od prethodnog stanja
X(t - 7).
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3. SDE sa Markovljevim prelazima

Neka je r(t) Markovljev lanac sa konaénim skupom stanja

S={,2,...,mh.

Tada sistem moZe menjati rezZim rada prema procesu r(t):

[4X(® = b(t, X@), r0) dt + o(t, X(0), (1) AW |

Markovljev lanac opisan je matricom intenziteta

Q= (qll)mxm

Za malo At > 0 vazi

P {r(t + At) = j | r(¥) = i} = gijAt + o(AD), i ]

Interpretacija

Koeficijenti sistema menjaju se u zavisnosti od trenutnog Markovljevog rezima ().
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4. SDE sa Levijevim skokovima

Ako sistem, pored kontinuiranih fluktuacija, moZe imati i nagla skokovita menjanja,
koristi se model sa skokovima:

AX(8) = b(t, X(t)) dt + o(t, X)) AW(D)

+ f y(t, X(t7), z) N(dt, dz)
R

gde je:
@ X(#7) - stanje neposredno pre trenutka £,
@ N(dt, dz) - Poasonova slucajna mera,
@ N(dt, dz) - kompenzovana Poasonova mera,
@ y(t, X, z) - veli¢ina skoka,
@ v(dz) - Levijeva mera.

Kompenzovana mera je

N(dt, dz) = N(dt, dz) — v(dz) dt.
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Deterministicki model interakcije virusa KOVID-19 i imunoloskih ¢elija

Y. Fadaei, F. A. Rihan, C. Rajivganthi
Immunokinetic Model for COVID-19 Patients, Complexity, 2022 (2022)

@ Deterministicki model

D*S(t)=a1S(t)(A — bS(®)) — ds:SWF (S, T) — ds, SN (t) — d1S(t)
D*T(®) =b; + rG(S)T () + exN@®S(H) — qT(H)S(t) — d;T(D) )
D*N() = b, + kGON®) — dysNOS®) — d,N(t), t >0,

sa pocetnim uslovom:S(0) = Sp, T(0) =Top, N(0) =Npo.
@ Model prikazuje fenomene poput ,iscrpljenja imuniteta” (immune exhaustion) i
,produzenog kovida” (Long COVID)

I 23
@ F(51 = ((Sr))a - frakciona stopa “¢iS¢enja” organizma od virusa,
=g

- stopa aktivacije T-¢elija i NK éelija koja je izazvana prisustvom

° 60 = Iw
Cestica virusa
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@ Parametri modela (1) su opisani na slede¢i nacin:
a1 - replikaciona stopa virusa KOVID-19,
% - kapacitet, tj. maksimalan broj estica virusa KOVID-19,
ds; - stopa lize (uniStavanja, razgradnje) virusa od strane CD8* T-celija,
dgy, - stopa smrtnosti éelija virusa uzrokovana od strane NK ¢elija,
dy - prirodna stopa smrtnosti ¢elija virusa,
b; - stopa proliferacije (deobe) CD8" T-celija,
r - stopa aktivacije CD8" T-celija,
e1 - stopa reprodukcije CD8* T-¢elija izvazvana lizom virusa od NK ¢éelija,
q - stopa inaktivacije CD8" T-celija koja je izvazvana virusom,
d; - prirodna stopa smrtnosti T-celija,
b, - stopa proliferacije (deobe) NK ¢elija,
k - stopa aktivacije NK celija,
dys - stopa inaktivacije NK éelija,
d, - prirodna stopa smrtnosti NK ¢elija.
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Konstrukcija stohastickog modela

2

@ r > r+ 01w, k > k + 0w, Wy 1w, Gausovi beli Sumovi sa intenzitetima o) i

03, respektivno
das(t) = [u1 (E@®)S@) (1-bEWE)SH)) —dst (EB)SEYF (S, T) — dsu (E(E))SHIN(2)
—d(ED)SO it
ar(t) = [bt(é(t))+7‘(5(t))g(5)T(t)+€1(§(f))N(t)S(t) —q(E@T@)S(@)

~d EOT® Pt +01EBIGS) T dwr () ?)
AN(#) = [ba(EE) +KEE GOSN = dus (SEINDS () - du EBIN (D) ] dt
+02(EDIGON B dw,(B), t > 0,

sa pocetnim uslovom
S(0) = §°, T(0) = T°,N(0) = N°, ®)

@ Lanac Markova & = {&(#), t < 0} neprekidan zdesna, nezavisan od wy i w; i
ergodican.
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Egzistencija i jedinstvenost globalnog resenja

Teorema:

Za proizvoljan pocetni uslov (3), sistem (2) ima jedinstveno globalno resenje (S(#),
T(t),N(t),zat > 0. Stavise, reSenje ostaje u IRi sa verovatnoc¢om 1.

DefiniSe se oblast

,N>0,T > 0} (4)

>|,_.(

O ={(SN,T) e R}|0 < 5(t) < =
b

&

1

Teorema:

Oblast O je skoro izvesno pozitivno invarijantan skup za sistem (2), tj. ako je
(8%, 19 N9) € @ tada je

P((S@), T(t),N@) € ®) =1,

za proizvoljno ¢ > 0.
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Egzistencija stacionarne raspodele

);fil mAQ)
M mu £ o0 I mbe ) I miba

@ AD=b:Db,()(@d:(D—r())(d,(D—k(1)),

Nekaje J = gdeje

i az ()
@ u()= Eq(l)+dt(l)+T
2(1

M (]
® o= A dy(+dy )+ .

ay

Teorema:

Neka za parametre sistema (2) vazi uslov J > 1 kao i uslovi,

dy > 7, (5)
d, > k, (6)
éll;n < ‘insi;t: (7)

Tada resenje (S(£), T(t), N(t)), t > 0 sistema (2) ima jedinstvenu ergodi¢nu stacionarnu
raspodelu u ® za proizvoljnu pogetnu vrednost (S°, T%, N°) € @.
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Iskorenjivanje bolesti

Teorema:

Ukoliko vazi uslov

M
Y, i @160 - dr k) <o, ®)
k=1

tada broj Cestica virusa S sistema (2) skoro izvesno eksponencijalno teZi nuli.
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@ Posmatraju se parametri imunog sistema pacijenata obolelih od virusa
COVID-19 i procenjuje broj €estica virusa u krvi (kvantitativni PCR) koji su
smesteni u bolnici u Minhenu.

@ Lanac Markova sa dva stanja: § = {1, 2}.

-2 2
S
@ Stacionarna raspodela: ™ = (11, 72) = (0.6, 0.4).
dan.

@ Generatorska matrica:

s : _ 1
Jedinica vremena je At = 575

@ Pocetni uslov
(8(0), T(©), N(0), (0)) = (1072,10%,10% 1). ©)
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Parametar Jedinica Vrednost1  Vrednost 1
a 1/dan 2.86 6.87
b ml/(RNA kopija) e e
d; 1/dan 0.0275 0.3
dsy ml/¢elija (dan) 12.¢ 1 2.¢710
dq 1/dan 0.001 0.1
by ml/¢elija (dan) 500 1500
r 1/dan 0.001 0.0021
eq ml/(RNA kopija) 2175 1.1-¢75
q ml/(RNA kopija) 11-e710 9.5.¢710
d; ml/¢elija (dan) 0.03 0.8
b, ¢elija/ml (dan) 100 84

k ¢elija/ml (dan) 0.002 0.017
ds ml/(RNA kopija) (dan)  1.02-¢7° 1.02- ¢4
d, 1/dan 42.¢72 4.21-¢72
z / 0.01 0.1
c1 / &3 e

a / 0.95 0.98
n / 2 /

o? / 0.0002 0.0000001
a1 / 0.02 0.093

N
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