N

Razapinjuca stabla: NP-teske varijante i
metaheuristike

Primer na resavanju problema DCkMST
RAF naucna tribina

Milan Tomic

05.12.2025.

I ed

Racunarski fakultet

1/47


mailto:mtomic@raf.rs

hhedll Sadriaj

1 Uvodni pojmovi

» Uvodni pojmovi

2/47 Milan Tomi¢ | Razapinjuca stabla: NP-teske varijante i metaheuristike


mailto:mtomic@raf.rs

haedll Razapinjuce stablo

1 Uvodni pojmovi

e Nekaje G = (V, E) prost neusmeren tezinski graf, pri cemu je V skup tacaka/cvorova
i E skup ivica/grana, pri ¢emu svaka ivica e € E ima pridruzenu pozitivnu teZzinu w,

e Razapinjuce stablo T = (Vr, Er) grafa G je bilo koje stablo takvoda Vr = ViEy C E
e Nekaje cost(T) =}, p.
e Neka je T¢ skup svih razapinjucih stabla grafa G

W, ukupna suma tezina svih granau T

e Minimalno razapinjuce stablo (MST - minimum spanning tree) grafa G je:

arg min cost(T
g min (T)

tj. ono ¢Ciji je zbir tezina grana najmanji
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faod Metaheuristika

1 Uvodni pojmovi

Svaka ¢arobna metoda za pronalazenje optimalnog resenja problema ¢iji su prostori
reSenja:

beskonacni (ili ekstremno veliki)

nedovoljno poznatih karakteristika

suvise kompleksni za analiticko resavanje

neizracunljivi tradicionalnim metodama pretrazivanja zbog nedovoljno resursa
Obi¢no u sebi sadrzi jednu ili heuristickih ili lokalnih metoda pretrazivanja i kombinuje ih u
cilju:

e Identifikacije dobrih podskupova resenja / okolina (istraZivanje)

e PronalaZenja (lokalno) optimalnog resenja (eksploatacija)
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laedll P vs NP

1 Uvodni pojmovi

Problemi iz klase P mogu se resiti na deterministickoj Tjuringovoj masini u polinomijalnom
vremenu.

Uprosceno, ako je veli¢ina instance problema O(n), reSenje ovakvog problema na obi¢nom
racunaru zahteva O(P(n)) instrukcija, gde je P(n) neki polinom po promenljivoj n.
Problemi iz klase NP mogu se resiti na nedeterministickoj Tjuringovoj masini u
polinomijalnom vremenu.

Uprosceno, ako obican racunar prilikom svakog koraka u izvrSavanju programa moze
odabrati jednu od viSe opcija i ume unapred da prepozna i bira idealno, onda moze da resi
takav problem veli¢ine O(n) pomocu O(P(n)) instrukcija.
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laedll P vs NP

1 Uvodni pojmovi

Treba obratiti paznju da je P C NP (ali nije dokazano P = NP).

Mogucnost izbora idealne instrukcije koju ima nedeterministicka Tjuringova masina svodi
sve probleme za cije reSavanje su poznati algoritmi eksponencijalne slozenosti na
polinomijalne.

Zbog kompleksnosti pojedinih NP problema, za njihovo resavanje se cesto pribegava
koriscenju metaheuristika.
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faod Problem MST

1 Uvodni pojmovi

e Problem minimalnog razapinjuceg stabla pripada klasi P. Dva poznata algoritma koja
ih resavaju jesu Primov i Kruskalov algoritam. Oba su bazirana na postepenoj
izgradnji stabla uz odrzavanja invarijante da se uvek dodaje grana najmanje tezine.

e Primov algoritam odrzava rezultujuce stablo i uvek dodaje sledecu ivicu najmanje
tezine koja je incidentna nekom od listova stabla, a Ciji je drugi kraj neki od ¢vorova
koji ve¢ nisu u stablu.

e Kruskalov algoritam dodaje u rezultat — Sumu — najkracu od svih ivica u grafu tako

da se ne formira ciklus (tj. da povezuje neka dva stabla iz Sume). Rezultujuci graf je
razapinjuce stablo.
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faod Problem DCMST

1 Uvodni pojmovi

e Degree-constrained minimum spanning tree (DCMST) — problem minimalnog
razapinjuceg stabla sa ogranicenjem stepena ¢vorova.

e Zarazliku od MST, DCMST u postavci sadrzi dodatno ogranicenje, da stepen svakog
¢vora u pronadenom resenju nije veci od zadate granice d.

e Zad = 2 ovaj problem se svodi trazenje minimalnog Hamiltonovog puta, koji je
NP-tezak.

e Pod odredenim okolnostima postoje polinomijalna resenja za DCMST [1]; zad > 3
Cesto je dovoljan Primov algoritam uz male modifikacije.
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faod Problem DCKMST

1 Uvodni pojmovi

e Degree-constrained k-minimum spanning tree (DCkMST) - problem minimalnog
razapinjuceg stabla sa ograni¢enjem stepena ¢vorova koje sadrzi najmanje k ¢vorova.

e Pored ogranicenja stepena ¢vora od najvise d, u ovom problemu reSenje treba da
zadovoljava i uslov da broj ¢vorova koji stablo pokriva nije manji od k, pri ¢emu je
k < |V| (udaljem tekstu |V| = n.

e Dakle, u ovom problemu je potrebno odabrati najmanje k ¢vorova, tako da resenje
odgovarajuceg DCMST bude minimalno.

e Ako je w, > 0 za svako e € E, lako se moZe dokazati da je broj ¢vorova u takvom
stablu sigurno k, tj. nije veci.
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Poredenje resenja na istom grafu

1 Uvodni pojmovi
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Poredenje resenja na istom grafu

1 Uvodni pojmovi
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hhedll Sadriaj

2 Pristup

» Pristup
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haedll  Pristup ,manje je vise” - LIMA

2 Pristup

Princip rada metaheuristika je da kombinuju neke jednostavne lokalne metode u
pretrazivanju reSenja.

Primetna je teznja da se u hibridizaciji preteruje, pa su takvi algoritmi veoma
komplikovani, a vrlo ¢esto ne donose Zeljene rezultate, ili vrlo malo doprinose poboljsanju
prethodno poznatih reSenja. Broj koriscenih heuristika ili lokalnih metoda dostize i
nekoliko desetina.

Nasuprot tome, pristup ,manje je vise” ("Less is more”approach - LIMA [2], [3]) u osnovi
ima istraZivanje svojstava problema i nalazenje tacno onih sastojaka algoritma koji ce
efikasno dovesti do optimalnog reSenja.
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faedll  Metoda promenljivih okolina - VNS [4], [5]

2 Pristup

Osnovna ideja: odrediti nekoliko okolina resenja koje ce se ispitivati. Krece se od jednog
izvodljivog reSenja, koje se moze naci proizvoljnom metodom. Do okoncanja algoritma:
VND Za svaku unapred zadatu okolinu trenutnog resenja:
— Proveriti da li postoji bolje resenje u toj okolini
— Ako postoji, prihvatiti ga kao novo i poceti ispocetka
— Ako ne postoji, preci na sledecu okolinu
e AZurirati trenutno najbolje resenje (ako je primenljivo)
Shake ,Protresti” trenutno najbolje resenje, tako da se dode do novog izvodljivog resenja
Cija Ce se okolina pretrazivati.

e Azurirati trenutno najbolje resenje (ako je primenljivo)
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Jagdll VNS - tok algoritma

2 Pristup

shakeSize = 1

azuriraj trenutno
najbolje, shakeSize=1

NE
shakeSize = shakeSize + 1
=
shakeSize = 1
NE
DA

azuriraj trenutno
najbolje, shakeSize=1

NE

nadeno bolje reSenje?
NE

SHAKE(trenutno
najbolje, shakeSize)
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faod VNS za DCKMST - ideje za inicijalno reSenje

2 Pristup

e Lako je doci do minimalnog (ili bilo kog) razapinjuceg stabla koje nema nikakva
ogranic¢enja (Prim/Kruskal)

e Mozemo deformisati takvo stablo tako da dobijemo stablo koje ispunjava ogranicenja
stepena ¢vorova zadata preko d

e U varijanti sa k < n mozemo odabrati proizvoljnih k évorova i nad njima postupiti isto

e Takode, moZemo napraviti stablo nad n ¢vorova i postepeno skidati jedan po jedan
¢vor dok ne dodemo do k
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haedll VNS za DCKMST - inicijalno resenje

2 Pristup

1. Konstruise se MST pomocu Primovog algoritma

2. Lista grana koje su u MST se promesa (tako da budu u nasumi¢nom redosledu)

3. Prolazi se kroz listu grana MST i svaka grana ciji krajevi imaju stepen veci od d se
uklanja (slu¢ajnim redosledom) - prave se odvojene povezane komponente, pri
¢emu je svaka stablo sa maksimalnim stepenom ¢vora d

4. Sve ivice grafa se sortiraju od najmanje do najvece

5. Prolazi se kroz sve ivice (sortirano) i ukoliko neka od njih spaja dve razlicite
komponente, pri ¢emu njeni krajevi imaju stepen manji od d, onda se ona dodaje u
reSenje (spajaju se dve komponente)

6. Cim se nade komponenta koja ima najmanje k ¢vorova, prekida se petlja i iz ove
komponente se redom uklanjaju listovi ¢ije grane su najduze (kako bi se svela na k
¢vorova) i ona postaje inicijalno resenje
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haedll  VND za DCKMST - promenljive okoline

2 Pristup

Okolina resenja se najcesce definiSe pomocu nekog operatora koji unosi neku malu
promenu u trenutno posmatrano resenje.
Primenom tog operatora na sve moguce nacine, mogu se dobiti reSenja sliéna trenutnom,
pri cemu ta mala promena moZze dovesti do boljeg ili losijeg rezultata.
Prihvatanje boljeg nadenog reSenja iz posmatrane okoline obi¢no se izvodi na jedan od
dva nacina:

e Prihvatanje prvog boljeg (first improvement)

e Prihvatanje najboljeg (best improvement)
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VND - tok algoritma

2 Pristup

inicijalno resenje

okolina = 1

okolina < bw

NE

nadi bolje reSenje u
okolini trenutnog

azuriraj trenutno

o okolina = okolina + 1
reSenje

nadeno bolje resenje?
trenutno reSenje
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haedll  VND za DCKMST - promenljive okoline

2 Pristup

Prilikom rada analizirano je nekoliko mogucih okolina, a u konacan izbor usle su tri,
generisane operatorima:

1. Modifikovani 2-opt (Modified 2-opt)
2. Zamena grane uvodenjem ciklusa (Cycle edge swap)
3. Zamena jednog lista (One leaf swap)
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haedl Modifikovani 2-opt

2 Pristup

Ideja: ako postoje dve grane (uj,v1) i (ug, vo) u stablu takve da bi njihova zamena
granama (uy, ug) i (vi,ve) (ili (u1,ve) i (ug,v1)) smanjilo tezinu stabla, pri ¢emu su svi
pomenuti ¢vorovi razliciti, onda takva promena daje bolje izvodljivo resenje.

Stepeni ¢vorova se ne menijaju, jer se kod sva Cetiri ¢vora jedna incidentna grana menja
drugom.

Za proveru koji ¢vorovi smeju da se povezuju da ne bi doslo do formiranja ciklusa
korisceno je ukorenjeno stablo (tj. primenjen je BFS na stablo sa proizvoljnim korenom).
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haedl Modifikovani 2-opt

2 Pristup

Analiza sloZenosti:

e Broj svih redenja koja se ovako generiu je O(k?).

e SloZenost BFS na stablu je O(k).

e Slozenost provere koji ¢vorovi se povezuju je O(k).

e Ukupna asimptotska sloZzenost jedne pretrage po okolini je O(kz).
Prilikom ispitivanja prihvatano je prvo bolje resenje.
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aod Zamena grane uvodenjem ciklusa
2 Pristup

Ideja: dodavanjem grane izmedu bilo koja dva ¢vora u stablu formira se ciklus, a
izbacivanjem jedne grane iz ciklusa ponovo stablo. Ako se neka dva ¢vora povezu i iz tako
formiranog ciklusa se izbaci najveca grana, dobija se potencijalno bolje izvodljivo resenje.
Ne smeju se povezivati ¢vorovi koji imaju stepen d, jer bi po izbacivanju jedne grane
najmanje jedan od njih bio stepena d + 1.

Metoda takode koristi BFS ukorenjeno stablo za efikasnije pronalazenje ciklusa, prilikom
Cega se povezuju ¢vorovi koji nisu koren stabla. BFS se zato pokrece dva do tri puta po
¢voru, tj. ukupno O(k) puta.
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aod Zamena grane uvodenjem ciklusa
2 Pristup

Analiza sloZenosti:
e Broj generisanih redenja je O(k?), a ukupan broj pokretanja BFS za sva ta reenja
O(k).
e SloZenost BFS na stablu je O(k).
e SloZenost trazenja najvece grane u ciklusu je O(k).
e Ukupna asimptotska slozenost jedne pretrage po okolini je O(k®).

Prilikom ispitivanja prihvatano je najbolje resenje.

Milan Tomi¢ | Razapinjuca stabla: NP-teske varijante i metaheuristike


mailto:mtomic@raf.rs

haedll  Zamena jednog lista

2 Pristup

Ideja: izbacivanjem jednog lista (sa njegovom incidentnom granom) iz stabla, dobija se
stablo sa k — 1 ¢vorova. Bilo koji ¢vor koji potom nije u stablu moze da se doda kao list
povezivanjem sa bilo kojim drugim ¢vorom u stablu koji je stepena manjeg od d. Ako je
dodata grana manja od izbacene, dobija se bolje izvodljivo resenje.

Metoda koristi samo pomocni niz stepena ¢vorova za proveru koji €vorovi smeju da se
povezuju, Sto je vrlo efikasno.
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haedll  Zamena jednog lista

2 Pristup

Analiza sloZenosti:
e Broj generisanih resenja je O (k(n — k)).
e SloZenost svake provere je O(1).
e Ukupna asimptotska sloZzenost jedne pretrage po okolini je O (k(n — k)).

Prilikom ispitivanja prihvatano je najbolje resenje.
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Jaedll VNS za DCKMST - Protresanje

2 Pristup

e Prilikom obilaska svake okoline trenutnog resenja, ako se nade bolje resenje, ono se
odmabh prihvata kao novo trenutno resenje.

e Ako je trenutno resenje aZzurirano, okoline koje se od njega obilaze krecu od pocetka
(tj. od 2-opt pa do zamene jednog lista), bez obzira na to u kojoj okolini prethodnog
resenja je nadeno bolje.

e Kada nakon obilaska poslednje okoline trenutnog resenja nema boljeg resenja,
prelazi se na shaking.

e Uzima se najbolje poznato reSenje i primenjuje se niz operacija koje od njega prave
novo izvodljivo resenje. Tako dobijeno reSenje postaje novo trenutno.

e Ako je na taj nacin slu¢ajno nadeno resenje bolje od najboljeg ikada, ono se aZurira.
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Jaedll VNS za DCKMST - Protresanje

2 Pristup

e Jacina protresanja, koja uti¢e na to koliko daleko moZe da se ode od protresanog
reSenja, kontrolise broj¢ani parametar shakeSize
e Parametar shakeSize se menja od 1 do k na sledeci nacin:

— Posle svakog shake-a povecava se za 1;
— Ako prekoraci k, vraca se na 1;
— Ako se posle shake-a dobije novo najbolje resenje, vraca se na 1.
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Jaedll VNS za DCKMST - Protresanje

2 Pristup

1. Kreiraju se komponente: najbolje reSenje je jedna komponenta, svi preostali ¢vorovi
van njega su zasebne komponente.

2. Iz najboljeg resenja nasumicno se uklanja shakeSize grana, sto dovodi do razbijanja
reSenja na shakeSize+1komponenata.

3. Dodavanjem nasumicno izabranih grana (kao kod inicijalnog resenja) komponente se
spajaju odrzavajuci maksimalan stepen ¢évorova d dok se ne dobije komponenta od
najmanje k ¢vorova. Za nasumicnost se primenjuje GRASP, tj. prioritet imaju krace
grane, ali se neke od njih nasumicno preskacu. Verovatnoca preskakanja grane zavisi
od shakeSize i empirijski izabranih parametara, a moze da zavisiiod k i d.

4. Kao kod inicijalnog resenja, uklanjaju se listovi sa najduzim incidentnim granama dok
se ne dode do stabla sa k ¢vorova.
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Jaedll VNS za DCKMST - Protresanje

2 Pristup

Analiza sloZenosti:

¢ Kreiranje komponenata i razbijanje reSenja na komponente agregirano je u O(k)
operacija.

e Spajanje se izvodi tako sto se prolazi kroz sve ivice grafa i koriste one ¢iji su krajevi u
razli¢itim komponenatama. Svaka operacija spajanja ima do O(k) operacija.

e Ukupan broj ivica koje se ispituju je O(n2).
e Ukupna procenjena sloZzenost je O(knz).
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haedl VNS za DCKMST - Odabir parametara

2 Pristup

Parametri za GRASP kod spajanja komponenata su odabirani empirijski, posmatranjem
rasta vrednosti funkcije verovatnoce za razlicite vrednosti k kako raste shakeSize i
ispitivanjem uspesnosti procedure na malim instancama.

Konacno odabrana verovatnoca za preskakanje proizvoljne grane prilikom testiranja
racuna se na sledeci nacin:

3.5 - shakeSi
p = min (0.85, )

100
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hhedll Sadriaj

3 Rezultati

» Rezultati
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faod VNS za DCKMST - Odabir instanci za testiranje

3 Rezultati

Za testiranje su koriscene poznate DCMST instance iz literature, koje ukljucuju set
posebno generisanih instanci za probleme stabala i neke instance iz TSPLIB.

Testiranje je odradeno na ukupno 444 razlicite instance problema, kombinujuci grafove sa
razlicitim vrednostima k i d.

Za mnoge instance nadeno je optimalno resenje koris¢enjem LP modela na Gurobi
optimizatoru sa maksimalnim ograni¢enjem vremena 1h, dok za nekoliko instanci nije
dokazana optimalnost ili nije uspelo izvrSavanje zbog veli¢ine instance.

Rezultati dobijeni VNS-om su uporedeni sa postojecim rezultatima ranije objavljenih
metoda iz literature i dokazanim optimalnim vrednostima pomocu Gurobija.
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Jaedll VNS za DCKMST - Proces testiranja

3 Rezultati

Metoda je implementirana tako da se paralelno izvr$ava na 10 niti sa maksimalnim
zadatim vremenom 300 sekundi (ukupno 50 minuta racunarskog vremena po instanci) i
obaveznim zaustavljanjem ako dostigne 10° iteracija.

Praceno je vreme do pronalaska poznatog optimalnog resenja, te se izvrsavanje prekidalo
ranije ako do toga dode.

Ispracena su sva vremena do pronalazenja konacnih najboljih resenja i izracunati su bitni
statisticki pokazatelji (minimum, medijana, mod, prosek, standardna devijacija) vremena i
troska reSenja za 10 izvrSavanja na svakoj instanci, ¢ime su dobijene vrednosti za
poredenje sa drugim metodama.
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faod TSPLIB

3 Rezultati

Na TSPLIB instancama, poredenije je napravljeno sa algoritmima ACORi ACOQzad = 2i
VNSR i VNSQ za d = 3. Ovi pristupi su izloZeni u [6]. Od sva Cetiri algoritma, nas VNS je bio
uspesniji u 50% testiranih slucajeva. Pokazao se kao najbolje heuristicko resenje u 10 od 12
instanci i bio optimalan u svim instancama sa d = 3.
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3 Rezultati
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3 Rezultati

Na DCMST instancama, poredenije je napravljeno sa ranijim algoritmima konstruisanim za
DCMST, odnosno sa varijabilnim d i fiksnim k = n. U ovim slu¢ajevima nije se uvek
pokazao kao najbolje heuristicko resenje, ali su odstupanja uglavnom reda veli¢ine 0.1%.
Bitna razlika je Sto su ti algoritmi konstruisani specifi¢no za instance k = n, pa je nasa
prednost u tome sto je algoritam mocniji, a ne uklju€uje vise raznorodnih komponenata
(,nema besplatnog rucka”).

Takode se vide razlike u uspesnosti za instance d = 2 u odnosu nad > 2, pri ¢emu se
moze reci da LIMA daje najkonzistentnije rezultate srazmerno tezini problema.

Milan Tomi¢ | Razapinjuca stabla: NP-teske varijante i metaheuristike


mailto:mtomic@raf.rs

DCMST - poredenje sa [7]

3 Rezultati
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4 Diskusija

» Diskusija
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4 Diskusija

Iz prethodnih rezultata vidi se da je LIMA prakticno dominantan u odnosu na sve
ostale kada su u pitanju instance d > 2.

U poredenju sa LP na svim instancama zajedno (ukupno 444, od ¢ega je 125 ranije
izloZeno u literaturi), u 71% slu¢ajeva dostize isto ili bolje’ resenje.

U preko 80% slu¢ajeva dostize reSenje u intervalu < 1% od optimuma, a u preko
96% slu¢ajeva u < 5%.

Efikasno nalazi reSenja i za instance sa n > 500, Sto u ranijoj literaturi nije testirano,
a sa LP nije uspesno testirano jer je model preveliki.

"ako LP nije dokazao optimalnost u roku od 3600s
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4 Diskusija

e Nije u potpunosti jasna efikasnost odabrane metode za shaking kod instanci razlicitih
veli¢ina.

e Moguce je da bi zamena ili dodavanje neke okoline pobolj3ala rezultate za instance
d = 2 bez gubljenja efikasnosti za ostale.

e Pristup se moze primeniti za druge varijante MST problema, npr. min-degree
constrained minimum spanning tree problem [8] ili spanning tree with conflicting
edge pairs [9], uz odgovarajuce modifikacije.
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4 Diskusija

e LIMA pristup se mnogo puta pokazao boljim u optimizaciji u odnosu na razne sloZzene
hibridizacije.

e Metoda promenljivih okolina ima prednost adaptiranja odnosa istrazivanja i
eksploatacije u toku rada, u zavisnosti od toga koliko su neke okoline povoljne ili
nepovoljne, sto je ¢ini robusnom metaheuristikom za razne tipove problema.

e PaZljivom analizom problema i ograni¢enja koja implicitno vaze moze se doci do
metoda za lokalno pretrazivanje koje imaju smisla, a njihovim uklapanjem do
upotrebljive metaheuristike.

e Bez te komponente primena bilo koje metode je samo nagadanje i pucanj u prazno.
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