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1. UVOD

U ovom radu analizirace se podudarnost izmedu klastera dobijenih k-means algoritmom i
Voronojevih dijagrama konstruisanih na osnovu njihovih centroida, pri koris¢enju razli¢itih

distanci.

Klasterovanje predstavlja jednu od osnovnih tehnika u oblasti analize podataka i masinskog
ucenja. Njegov cilj je grupisanje podataka u podskupove (klastere) tako da su elementi istog

...........

definisanoj meri sli¢nosti (videti [1]).

Jedan od najpoznatijih algoritama klasterovanja je k-means, koji deli podatke u k klastera
tako da je suma kvadrata distanci izmedu tacaka i njihovog centra minimalna. Ti centri klastera

se nazivaju centroidi.
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Slika 1.1: K-means klasterovanje

Sa druge strane, Voronojevi dijagrami predstavljaju geometrijsku strukturu koja
particioni$e ravan u oblasti odredene datim skupom generisucih tacaka, zvanih generatori
(videti [2]). Svaka oblast Voronojevog dijagrama sadrzi sve tacke koje su blize svojem
generatoru nego bilo kojem drugom generatoru iz skupa. Ove oblasti se nazivaju Voronojeve
celije, dok se granica izmedu dve Voronojeve Celije naziva Voronojeva ivica. Tacke gde se

susrecu tri ili viSe Celija nazivaju se Voronojeva temena ([3]).

Voronojevi dijagrami nazvani su po ruskom matematicaru Georgiju Voronoju (I'eoprmit
deonocreBuu Boponoir) koji je predstavio njihov koncept. Jos se nazivaju Voronojeva teselacija,
Voronojeva dekompozicija, Voronojevo particionisanje, ili Dirihleova teselacija (po Gustavu

LeZenu Dirihleu), videti [2].
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Slika 1.2: Voronojev dijagram sa 8 tacaka u Euklidskoj metrici

U svakoj iteraciji k-means algoritma svaka tacka se dodeljuje najblizem centru klastera
prema Euklidskoj distanci izmedu njih ([4]). Zato se Cesto kaze da k-means u svakoj iteraciji
konstruise Voronojev dijagram nad trenutnim centrima klastera ([1]). Ova veza izmedu
klasterskih struktura i geometrijskih podela podataka predstavlja osnovu za dalja formalna

istraZzivanja.

1.1 Istorijski pregled

Istorija k-means algoritma

K -means je veoma star algoritam za klasterovanje, ali se i danas intenzivno koristi zbog svoje
jednostavnosti, brzine i dobrih prakti¢nih rezultata. Nezavisno su ga razvili razliciti istrazivaci

u viSe naucnih oblasti, $to govori o njegovoj univerzalnosti. Pogledati [5] i [6].

Do ideje k-means algoritma prvi je doao matemati¢ar Hjugo Stajnhaus (Hugo Steinhaus,
1956) u delu Sur la Division des Corps Matériels en Parties. U tom delu Stajnhaus je predstavio
problem particionisanja heterogenog c¢vrstog tela odgovarajuc¢im izborom podela. Takode je

naveo primene u oblastima antropologije i industrije.

Izraz k-means je prvi upotrebio Dzejms Mekvin (James MacQueen) 1967. godine u delu

Some methods for classification and analysis of multivariate observations ([7]).

Posebne doprinose dali su i Stjuart Lojd (Stuart Lloyd, 1957), Bol i Hol (Ball and Hall, 1965),
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Edvard V. Forgi (Edward W. Forgy, 1965) i Dzansi (Jancey, 1966).

Tokom godina, osnovni k-means je unapredivan na mnogo nacina. Razvijene su varijante
koje omogucavaju fleksibilniju dodelu tacaka klasterima, automatsko odredivanje broja klastera,
rad sa velikim skupovima podataka, efikasnije pretrazivanje najblizih centara, kao i detekciju

klastera proizvoljnog oblika.

Istorija Voronojevih dijagrama

Sama ideja particije prostora na oblasti najblizeg uticaja pojavljuje se ve¢ kod Renea Dekarta
(René Descartes) 1644. godine u delu Principi filozofije gde opisuje Suncev sistem kao skup
vrtloga materije koji se okre¢u oko nepokretnih zvezda ([8]). Na svojim ilustracijama podelio
je prostor na konveksne oblasti, pri ¢emu svaka oblast sadrzi materiju koja rotira oko jedne
odredene zvezde (Slika 1.3). Na taj nacin, Dekart se moze smatrati najranijom pretecom

savremenog pojma Voronojevih dijagrama.

Slika 1.3: Suncev sistem prema Reneu Dekartu

Prvi koji su formalno predstavili pojam Voronojevih dijagrama bili su matematicari Karl
Fridrih Gaus (Johann Carl Friedrich Gauss, 1840) i Gustav Lezen Dirihle (Johann Peter Gustav

Lejeune Dirichlet, 1850), a kasnije i Georgij Voronoj (1908). Koristili su ga za proucavanje
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kvadratnih formi ([8]). U njihovim radovima generatori su bile tacke sa celobrojnim
koordinatama na celobrojnoj mreZi Z?, dok je bliskost merena standardnom Euklidskom

distancom: upravo onako kako se Voronojevi dijagrami najcesce i definisu danas.

Georgij Voronoj je godinama radio na razvoju aritmeticke teorije kvadratnih formi i
geometrije brojeva (videti [9]). U martu 1907. godine poceo je da piSe rad o teoriji paraleloedra.
Voronoj je primetio da je zadatak deljenja n-dimenzionalnog analitickog prostora na konveksne
kongruentne poliedre usko povezan sa aritmetickom teorijom pozitivnih kvadratnih formi.
Taj rad, koji je objavljen 1908-1909. godine, smatra se njegovim najvaznijim i najpoznatijim
delom, u kojem je razvio teoriju podele prostora na delove koji se danas nazivaju Voronojevi
dijagrami. Rad predstavlja temelj savremenog razumevanja prostorne dekompozicije i imao je

veliki uticaj na brojna naucna podrudja.

1.2 Znacaj k-means algoritma i Voronojevih dijagrama

K-means algoritam i Voronojevi dijagrami imaju znacajnu ulogu u analizi i organizaciji
podataka, posebno kada se Zzeli sagledati struktura skupa podataka i medusobni odnosi
elemenata unutar njega. Oni omogucavaju intuitivno razumevanje kako se prostor ili skup
podataka moze podeliti na delove koji na neki nacin logi¢no pripadaju pojedinim tackama, sto

olaksava dalje analiziranje i razumevanje odnosa medu podacima.

Zanimljivo je da se Voronojevi dijagrami ne vezuju samo za apstraktne matematicke
koncepte, ve¢ se njihovi obrasci mogu uociti i u prirodi. Sli¢ni obrasci pojavljuju se na
listovima biljaka, u belom luku, rasporedu pukotina u osusenoj zemlji, oklopu morske kornjace,

kao i u Sarama na krilima insekata ili kozi zirafe (Slika 1.4).
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Slika 1.4: Primeri Voronojevih dijagrama u prirodi: krila vilinog konjica ([10]), morska kornjaca
([11]), pukotine na suvoj zemlji ([12]), list ([13]), koza zirafe ([14]), beli luk ([13])

1.3 Ciljevi i struktura rada

U ovom radu predstavljene su formalne definicije pojmova i metoda koje se koriste za resavanje
problema autora. Definisan je i sam problem koji ¢e biti obraden i analiziran. Pored toga,
ukratko je prikazana prakti¢na primena k-means algoritma i Voronojevih dijagrama u razli¢itim
oblastima, kao i pregled relevantne literature koja se bavi slicnim problemima. Nakon toga, bice

prikazana autorova implementacija problema, uz detaljan opis i analizu dobijenih rezultata.

Cilj ovog rada je da podstakne razmisljanje o povezanosti klasterovanja i geometrijskih

podela prostora.
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2. TEORIJSKE OSNOVE I POSTAVKA PROBLEMA

2.1 Princip rada k-means algoritma

K-means algoritam deli podatke na k klastera (C4, Cy, . . ., Cy), koji su predstavljeni svojim
centrima (centroidima) ili srednjim vrednostima. Centroid svakog klastera izracunava se kao

srednja vrednost svih instanci koje pripadaju tom klasteru (videti [4]).

K-means algoritam zapocinje sa pocetnim skupom centara klastera, koji se biraju
nasumi¢no ili prema nekom odredenom pravilu. U svakoj iteraciji, svaka instanca podataka se
dodeljuje najblizem centroidu prema Euklidskoj distanci izmedu njih. Zatim se centroidi

ponovo izracunavaju.

Centroid svakog klastera izracunava se kao srednja vrednost svih instanci koje pripadaju

tom klasteru:
1 &
I = — x
M Nk ; q

gde je u srednja vrednost (centroid) klastera £, /Vy broj instanci koje pripadaju klasteru k, a

x4 instanca koja pripada klasteru k.

Moguci su razliciti uslovi za prekid algoritma. Na primer, algoritam se zaustavlja kada
daljim ponavljanjem postupka ne dolazi do promene u raspodeli instanci po klasterima, odnosno
kada se centri klastera viSe ne menjaju. To znaci da je algoritam dostigao stabilno resenje.

Takode, algoritam se moze zaustaviti ako se prekoraci unapred definisani broj iteracija.

Na Slici 2.1 je prikazan jedan primer rada k-means algoritma.
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Slika 2.1: Primer k-means algoritma

Pseudokod k-means algoritma:

Ulaz: S (skup instanci), k (broj klastera)

Izlaz: klasteri

1: Inicijalizuj k centroida.

2: while uslov zaustavljanja nije zadovoljen do

3: Dodeli instance najblizem centroidu.

4: AZuriraj centroide na osnovu dodela.

5. end while

centroida
(pomeranje centroida)

(c)  Azuriranje

(f) Ponovno dodeljivanje
instanci centroidima; nema
promena - kraj algoritma

Pre nego sto se definiSe problem koji ovaj rad istrazuje, potrebno je uvesti formalnu

definiciju Voronojevih dijagrama.



Andela Perin Diplomski rad Racunarski fakultet

2.2 Formalna definicija Voronojevih dijagrama

Neka je S konacan skup tacaka (generatora) u ravni. Za svaki par tataka p,q € S, p # ¢,
definiSe se dominantna oblast tacke p nad tackom ¢ kao skup svih tac¢aka x u ravni koje su bar

jednako blizu p nego g¢:
dom(p, q) = {x € R* | d(z,p) < d(x,q)},

gde d oznacava neku metriku (videti [1]). Za Euklidsku metriku ta oblast je polu-ravan koja je

ogranicena simetralnom pravom izmedu p i q.

Voronojeva celija za tacku p € S se dobija kao presek svih takvih dominantnih oblasti u

odnosu na ostale tacke iz S:

Vip)= (] dom(p,q),
q€S\{p}

tj. to je skup svih tacaka u ravni koje su blize p nego bilo kojoj drugoj tacki iz skupa S.

Voronojev dijagram V'(.S) skupa S je skup svih Voronojevih ¢elija (jedna Voronojeva Celija
po svakoj tacki skupa .5), koji zajedno formiraju particiju ravni u poligonalne ¢elije (videti
Sliku 1.2):

V(S) ={V(p) | p e S}

2.3 Postavka problema

Poznato je da k-means algoritam u svojoj standardnoj formi koristi Euklidsku distancu za
dodelu tacaka najblizem centroidu. Sa druge strane, Voronojev dijagram predstavlja podelu
ravni na regione (Voronojeve celije) u zavisnosti od izabrane distance i skupa generatora.
Kada se kao generatori Voronojevog dijagrama uzmu centroidi dobijeni k-means algoritmom,
prirodno se namece pitanje koliko se podudara klasterska pripadnost tacaka sa pripadnoséu

Voronojevim ¢elijama, posebno pri korisé¢enju razlic¢itih metrika.

Problem koji se razmatra u ovom radu jeste empirijska analiza podudarnosti klastera
dobijenih primenom k-means algoritma i Voronojevih ¢elija konstruisanih na osnovu centroida
klastera. Konkretno, u drugoj iteraciji k-means algoritma, dobijeni centroidi se posmatraju

kao generatori Voronojevog dijagrama pri cemu se rastojanje tacaka od generatora racuna

10
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koris¢enjem distance Minkovskog za razli¢ite vrednosti parametra p, p € {1,2,2.5,3, 00}.

Cilj istrazivanja je da se empirijski utvrdi za koju vrednost parametra p najveci broj tacaka

istovremeno pripada istom klasteru i odgovarajucoj Voronojevoj ¢eliji.

U nastavku se uvodi formalna definicija distance Minkovskog i razmatra se njen uticaj na

Voronojeve dijagrame.
2.4 Distanca Minkovskog i Voronojevi dijagrami

Distanca Minkovskog predstavlja generalizaciju viSe poznatih metrika i definisana je kao ([15],

[16]):

n P
(Sinur) s rspen
dp<x7y) = i=1 x7y€Rn7 peR?

fgggxi—yil, p = o0,

gde je n € N dimenzija prostora, odnosno broj komponenti vektora x i y.

Za posebne vrednosti parametra p dobijaju se poznate distance:

« Ako je p = 1, onda je to Menhetn (Manhattan) distanca
« Ako je p = 2, onda je to Euklidska distanca

« Ako je p = 0o, onda je to Cebigevljeva (Chebyshev) distanca.

Promene vrednosti parametra p pri racunanju distance u konstruisanju Voronojevog
dijagrama uti¢u na oblik Voronojevih ¢elija (videti Slike 2.2 i 2.3). Zbog toga odredene tacke
mogu promeniti pripadnost Voronojevoj ¢eliji, iako njihova pripadnost klasteru prema k-means

algoritmu ostaje nepromenjena.

11
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Slika 2.2: Skup tacaka u dvodimenzionalnom prostoru (n = 2) koje su jednako udaljene od
centra koordinatnog sistema za razlicite vrednosti parametra p

VD

(b)p:2 —25

+
M

(€)p=o0

Slika 2.3: Voronojev dijagram u dvodimenzionalnom prostoru konstruisan korisé¢enjem distance
Minkovskog za razlic¢ite vrednosti parametra p

12
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U sledecoj glavi rada ¢e se analizirati uticaj primene razli¢itih distanci Minkovskog na

pripadnost tacaka Voronojevim cCelijama u dvodimenzionalnom prostoru.

2.5 DPostojeca resenja

U postojecoj literaturi Cesto se razmatra veza izmedu Voronojevih dijagrama i k-means
algoritma. Poznato je da k-means algoritam, pri koris¢enju Euklidske distance, implicitno
generiSe Voronojevu particiju ravni, gde centroidi klastera predstavljaju generatore
Voronojevih celija. Ova veza je teorijski dobro utemeljena i detaljno analizirana u brojnim

radovima (npr. [1]).

Znacajan broj istrazivanja fokusira se na unapredenje k-means algoritma, posebno u
pogledu njegovih poznatih nedostataka, kao sto su nasumican izbor pocetnih centara klastera
i potreba da se unapred zada broj klastera k. U jednom od predlozenih pristupa ([17]), autori
koriste Voronojeve dijagrame za odredivanje pocetnih centara. Najpre se pronalaze Voronojeva
temena, a zatim se oni iterativno spajaju dok se ne dobije odgovarajuci broj tacaka koje
se koriste kao pocetni centri za k-means. Problem unapred zadatog k resavaju uvodenjem
ogranicenja polupre¢nika Voronojevih krugova'. Eksperimentalni rezultati ukazuju da ovakav
pristup dovodi do stabilnijeg i efikasnijeg klasterovanja u poredenju sa standardnim k-means

algoritmom.

Medutim, vecina postojec¢ih radova fokusira se isklju¢ivo na Euklidsku distancu. Iako
postoje istrazivanja koja se bave konstrukcijom Voronojevih dijagrama u razli¢itim metrikama
(npr. [15]), kao i radovi koji razmatraju k-means algoritam sa alternativnim metrickim
funkcijama ([18], [19]), njihov medusobni odnos izvan okvira Euklidske metrike nedovoljno je
istrazen. Upravo odsustvo ovakvih istrazivanja u literaturi predstavlja osnovnu motivaciju za

ovaj rad.

2.6 Primena k-means algoritma i Voronojevih dijagrama

K-means algoritam ima Siroku primenu u raznim oblastima. Uspesno se koristi za
segmentaciju kupaca ([20]), segmentaciju slika u racunarskom vidu ([21]), koristi se u

astronomiji ([22]), agrokulturi ([23]), detekciji obrazaca u podacima (data mining) [24],

Woronojevi krugovi su najveéi moguéi krugovi &iji su centri Voronojeva temena i koji ne sadrZe nijedan
generator u svojoj unutrasnjosti.

13
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biomedicini ([25]), prepoznavanju govora ([26]), pa ¢ak i za analizu zagadenja vazduha ([27]).

Voronojevi dijagrami takode imaju prakti¢nu i teorijsku primenu u velikom broju oblasti,
pre svega u nauci, tehnologiji i likovnoj umetnosti. Primenjuju se u racunarstvu i ra¢unarskoj
grafici, geometriji, epidemiologiji, biologiji, geografskim informacionim sistemima (GIS),
geofizici i meteorologiji ([2], [28]). Iako se pojavljuju pod razli¢itim imenima, Voronojevi
dijagrami se javljaju u fizici kondenzovane materije i u proucavanju Lijevih grupa ([29]).
Glavna vrednost Voronojevih dijagrama je u tome Sto omogucavaju analizu prostora i

raspodelu resursa na osnovu blizine generatora.

Jedan od istorijskih primera primene Voronojevih dijagrama je analiza epidemije kolere u
Londonu 1854. godine. Lekar DZon Snou (John Snow) je koristio koncept slican Voronojevim
celijama da bi identifikovao izvor infekcije — pumpu na Broad Street-u. On je mapirao pumpe i
okolne oblasti i pokazao da su smrtni slucajevi kolere bili najé¢es¢i u delu grada najblizem toj

pumpi (videti [30]).

14
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3. IMPLEMENTACIJA I ANALIZA PROBLEMA

U ovoj glavi rada prikazace se autorova implementacija k-means algoritma i konstrukcija
Voronojevih dijagrama na osnovu centroida dobijenih u drugoj iteraciji algoritma. Takode,

bi¢e analizirani rezultati dobijeni eksperimentalnim putem.

3.1 Implementacija algoritma

Implementacija je realizovana u Python programskom jeziku. Radi lakse vizualizacije radeno
je sa podacima u dvodimenzionalnom prostoru. Nakon unetog broja klastera i tacaka za
klasterovanje, pocetni centroidi u k-means algoritmu inicijalizuju se nasumi¢no. Sve faze
algoritma su graficki prikazane kako bi se omogucila jasna analiza ponasanja klastera i
odgovarajucih Voronojevih ¢elija. Takode, vazno je napomenuti da je prikaz ogranicen na
koordinatni sistem dimenzija 20 x 20, sa vrednostima od —10 do 10 na obe ose (= i y), pri
¢emu se podrazumeva da se i ulazne tacke nalaze unutar navedenog opsega, radi jednostavnije

i preglednije analize rezultata.

Delovi implementacije koji se odnose na unos podataka i vizuelni prikaz faza algoritma
nece biti prikazani u ovom radu. Razlog za to je fokusiranje na sustinske delove implementacije,
kao i izbegavanje nepotrebnog opterecenja rada prikazom kompletnog koda. Najvazniji koraci
koji uti¢u na formiranje klastera i odgovarajucih Voronojevih ¢elija detaljnije ce biti objasnjeni

uz prikaz delova implementacije.

Dodeljivanje tacaka najblizem centroidu

U ovoj fazi k-means algoritma svaka tacka se dodeljuje klasteru ¢iji je centroid najblizi. Funkcija
dodeli_tacke_najblizem_centroidu prolazi kroz sve tacke i za svaku racuna Euklidsku
distancu do svih centroida, nakon ¢ega se tacka pridruzuje klasteru sa minimalnom distancom.
Funkcija vrac¢a promenljivu klasteri koja predstavlja re¢nik (dictionary) u kome svaki kljué¢
odgovara jednom centroidu, dok vrednost predstavlja skup tacaka koje su mu dodeljene u
tekucoj iteraciji algoritma.

def dodeli_tacke_najblizem_centroidu():

klasteri = {k: [] for k in centroidil}
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for tacka in tacke:
x, y = tacka
min_dist = float( )

min_c = (float( ), float( ))

for ¢ in klasteri.keys():

dist = math.sqrt ((c[0] - tackal[0])**2 + (c[1] - tackal[1])*x2)

if dist < min_dist:
min_dist = dist

min_c = c
klasteri[min_c].append(tacka)
return klasteri

Pored funkcije za dodeljivanje tacaka najblizem centroidu, implementirana je i funkcija za
vizualizaciju klastera oboji_klastere. Ona iscrtava tacke svakog klastera razlicitom bojom

koristec¢i kolornu mapu tab10 koja obezbeduje do deset razlicitih boja.

Generisanje Voronojevog dijagrama

Funkcija za generisanje Voronojevog dijagrama poziva se u drugoj iteraciji k-means algoritma.
Generatori postaju centroidi trenutne iteracije k-means algoritma, nakon ¢ega se na osnovu
njih prostor deli na Voronojeve celije. Za racunanje rastojanja se koristi distanca Minkovskog

kao Sto je i definisana u prethodnoj glavi rada, pri ¢emu je dimenzija prostora n = 2.

Funkcija iterira kroz niz vrednosti p = {1,2,2.5, 3, 0o}, tako da se u svakoj iteraciji crta

Voronojev dijagram nad trenutnom vrednos¢u parametra p.

Za vizualizaciju je koris¢ena dvodimenzionalna mreza (grid), gde svaka tacka mreze
predstavlja jednu koordinatu u prostoru. Promenljive width i height su dimenzije mreze, dok
je (i, j) trenutna pozicija na mrezi. Prolaskom kroz mrezu, za svaku tacku se rac¢una njeno
rastojanje do svakog generatora koristeci trenutnu vrednost p. Svaka tacka mreze ima svoju
listu rastojanja koja sadrzi rastojanje te tacke do svakog generatora. Najblizi generator se
utvrduje tako Sto se uzme najmanje rastojanje iz liste. Zatim se toj trenutnoj tacki dodeljuje

boja svog najblizeg generatora. Time su sve tacke koje pripadaju istom generatoru obojene u
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istu boju.

U nastavku funkcije za generisanje Voronojevog dijagrama, na istoj mrezi, prikazuju se i
tacke klastera iz trenutne iteracije k-means algoritma, koje su obojene u odgovarajuce boje,

$to omogucava laksu analizu.

def izgenerisi_voronojev_dijagram():
p_vrednosti = [1, 2, 2.5, 3, np.inf]

generatori = np.array(centroidi)

#distanca Minkovskog za trenutno p
def rastojanje(A, B, p):
if p == np.inf:
return max (abs(A[0]-B[0]), abs(A[1]1-B[1]))
return ( (abs(A[0]-B[0])**p) + (abs(A[1]1-B[1])*x*p) ) **x(1/p)

colors = np.random.rand(len(generatori), 3)

for p in p_vrednosti:

print (£"\n\nVoronojev dijagram nad centroidima za p = {p}r\n")

#normalizovanje tacaka nam je potrebno zbog grafickog prikaza;
#nije kljucno za razumevanje glavne logike
normalizovani_generatori = np.array(

[normalizuj_tacku(g) for g in generatoril])

#prolazimo kroz mrezu, da bismo videli sta cemo da bojimo
for i in range (height):
for j in range(width):
#normalizovana pozicija (i,j) na gridu

pos = np.array([j/width, i/height])

rastojanja = []
#racunamo rastojanje trenutne tacke (i,j) (pos)
#o0od generatora (za svaki generator)
for g in normalizovani_generatori:
d = rastojanje(g, pos, p)

rastojanja.append(d)
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najblizi_generator = np.argmin(rastojanja)

grid[i, j] = colors[najblizi_generator]

#0vde se nalazi nastavak funkcije koji na mrezi prikazuje i tacke

#klastera iz trenutne iteracije k-means algoritma

Azuriranje centroida

Funkcija azuriraj_centroide prolazi kroz sve klastere i za svaki klaster racuna srednju
vrednost po aritmetickoj sredini svih tacaka u klasteru. Ta srednja vrednost postaje nova
pozicija trenutnog centroida. AZurirani centroidi su smesteni kao kljucevi u re¢nik
novi_klasteri koji sadrzi iste vrednosti kao klasteri, ali sa novim pozicijama centroida.
Fleg postoji_pomeren_centroid proverava da li je centroid promenio poziciju i koristi se
za uslov zaustavljanja k-means algoritma.

def azuriraj_centroide():

postoji_pomeren_centroid = False

novi_klasteri = {}

for i, (k, v) in enumerate(klasteri.items()):
if not v:
novi_klasteri[(k[0], k[1])] = v

continue

X_suma 0

0

y_suma
for x, y in v: #za svaku tacku (x,y) iz v
X_suma += X

y_suma += y

srednja_x = x_suma / len(v)

srednja_y = y_suma / len(v)

novi_klasteri[(srednja_x, srednja_y)] = v

if srednja_x != k[0] or srednja_y != k[1]:
postoji_pomeren_centroid = True
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return novi_klasteri, postoji_pomeren_centroid

Za  vizualizaciju = aZuriranih  centroida  implementirana  je  funkcija

nacrtaj_pomerene_centroide.

Glavna petlja k-means algoritma

Glavna petlja k-means algoritma izvrsava se iterativno sve dok postoji pomeranje barem
jednog centroida. U svakoj iteraciji vrsi se dodeljivanje tacaka najblizem centroidu i azuriranje
centroida, sve to uz vizualizaciju. U drugoj iteraciji konstruise se Voronojev dijagram na

osnovu trenutnih centroida. Algoritam se zaustavlja kada vise ne dolazi do promene polozaja

centroida.
iteracija = 0
postoji_pomeren_centroid = True

while postoji_pomeren_centroid:

iteracija += 1

print (£ )
print(
)
klasteri = dodeli_tacke_najblizem_centroidu()

oboji_klastere ()

if iteracija == 2:

izgenerisi_voronojev_dijagram()

print ( )
novi_klasteri, postoji_pomeren_centroid = azuriraj_centroide ()
if postoji_pomeren_centroid == False:

print ( )

continue

centroidi = list(novi_klasteri.keys())

normalizovani_centroidi = nacrtaj_pomerene_centroide ()
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Primer vizuelnog prikaza izvr§avanja programa

Prikazan je jedan primer vizuelnog prikaza koji se dobija pokretanjem programa, pri cemu
je korisnik uneo broj klastera k = 3 i skup od 30 tacaka. Centroidi su oznaceni znakom X i

istaknuti su narandzastom bojom.

10 10 10
L] L] L]
: -o#'oo : T e [%e s Tel%e
L L K] [ ] [ ] [ [
L] L L]
0 0 0
e LN ] oe
L ] [ ] *
-5 e LR 2 5 L o 0 -5 L o_o
A g e’ g ce % g
LR L LR [ ] LEJ [ ]
-10 T T -10 T T -10 T
-10 5 0 5 10 -10 5 () 5 10 -10 5 [ 5 10
(a) Nasumican izbor centroida (b)  Dodeljivanje  tacaka (c) Azuriranje centroida (prva
centroidima (prva iteracija) iteracija)

10

(d)  Dodeljivanje  tacaka (e) Generisanje Voronojevog (f) Generisanje Voronojevog
centroidima (druga iteracija) dijagramazap =1 dijagrama za p = 2

(g) Generisanje Voronojevog (h) Generisanje Voronojevog (i) Generisanje Voronojevog
dijagrama za p = 2.5 dijagramazap = 3 dijagrama za p = o0
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10 10
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10

(j) AZuriranje centroida (druga (k)  Dodeljivanje  tacaka

iteracija) centroidima (tre¢a iteracija);
nakon ove iteracije ne dolazi
do promene; kraj algoritma

Slika 3.2: Primer vizuelnog prikaza izvrsavanja programa

U nastavku rada nece biti prikazani svi graficki rezultati, ve¢ samo oni najvazniji za dalju

analizu.

3.2 Eksperimentalna analiza

Uvodne napomene i termini

Pre pocetka analize uvode se osnovni termini i napomene neophodne za dalji tok rada.

Voronojevi dijagrami se u ovom radu konstruisu u drugoj iteraciji k-means algoritma,

nakon dodele tacaka centroidima, a pre azuriranja (pomeranja) centroida.

Druga iteracija je izabrana jer centroidi u tom koraku vise nisu iskljucivo rezultat

nasumicne inicijalizacije, ve¢ su ve¢ delimi¢no prilagodeni tackama.

Vazno je uociti da k-means algoritam radi sa diskretnim skupom tacaka, dok Voronojevi
dijagrami dele celu ravan, odnosno kontinualni prostor. Zbog toga se podudarnost klastera i
Voronojevih cCelija ne moZe posmatrati nad celom ravni, ve¢ se posmatra isklju¢ivo u odnosu

na skup tacaka koje se klasteruju.

¢1. Za fiksiranu vrednost parametra p, klaster C' i Voronojeva ¢elija V' (¢;) su podudarni ako i
samo ako sve tacke klastera C' pripadaju Voronojevoj ¢eliji V(¢ ). Dakle, klaster i Voronojeva

¢elija nisu podudarni ako postoji bar jedna tacka klastera koja ne pripada toj Voronojevoj celiji.
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Tokom analize ¢e se koristiti termin prelaz, odnosno promena pripadnosti tacke, koji
oznacava situaciju u kojoj tacka klastera ne pripada Voronojevoj celiji koja je generisana nad

njegovim centroidom. Drugim re¢ima, kaZze se da je tacka presla u drugu Voronojevu celiju.

Takode, koristice se termin potpuna podudarnost, koji oznacava situaciju u kojoj ne
postoji nijedan prelaz, odnosno kada su svaki klaster i njemu odgovarajuca Voronojeva ¢elija,

generisana nad njegovim centroidom, medusobno podudarni.

Vazno je primetiti da na izgled Voronojevog dijagrama uticu nasumicno inicijalizovani
centroidi na pocetku algoritma. To znaci da za isti ulaz, odnosno isti broj klastera i isti skup
tacaka, rezultat moze biti drugaciji. Razlog za to je $to izgled Voronojevog dijagrama zavisi od
broja i polozaja centroida u drugoj iteraciji, odnosno generatora nad kojima je konstruisan.
Sa druge strane, same tacke klastera nemaju uticaj na izgled Voronojevog dijagrama. Njegov

izgled zavisi isklju¢ivo od centroida u drugoj iteraciji i vrednosti parametra p.

Cilj analize i slucaj potpune podudarnosti

Cilj analize je utvrditi za koju vrednost parametra p ce najveci broj tacaka istovremeno pripadati
istom klasteru i Voronojevoj celiji koja je generisana nad njegovim centroidom, odnosno da se

odredi vrednost parametra p za koju ¢e najmanji broj tacaka promeniti svoju pripadnost.

Kao $to je ranije navedeno, k-means algoritam u svakoj iteraciji implicitno konstruise
Voronojev dijagram nad svojim centroidima, jer za dodelu tac¢aka centroidima koristi Euklidsku
distancu. Distanca Minkovskog za p = 2 je upravo Euklidska distanca. To znaci da su, u
slucaju kada se za konstrukciju Voronojevih ¢elija koristi distanca Minkovskog sa parametrom
p = 2, klaster i odgovarajuc¢a Voronojeva celija uvek podudarni. Drugim re¢ima, za p = 2
uvek ¢e sve tacke pripadati istom klasteru i Voronojevoj ¢eliji koja je generisana nad njegovim
centroidom, odnosno u ovom slucaju neée postojati nijedan prelaz. Ovo je primer potpune

podudarnosti.

Za ostale vrednosti parametra p to se ne moze ocigledno utvrditi, pa ce se dalje analizirati

kroz primere.

Takode, vazno je napomenuti da promena vrednosti parametra p ne utice na pripadnost

tacaka klasterima.

22



Andela Perin Diplomski rad Racunarski fakultet

Uticaj parametra p na oblik Voronojevih celija

Postavlja se pitanje u kojim situacijama tacka moze da promeni pripadnost. Da bi se dobio
odgovor na to pitanje, potrebno je posmatrati kako se ponasaju Voronojeve celije prilikom

promene vrednosti parametra p.

Promena vrednosti parametra p uti¢e na oblik Voronojevih ivica. Na Slici 2.2 iz prethodne
glave rada primecuje se da je Voronojeva ivica za p = 2.51 p = 3 kriva linija,azap = 11
p = oo izlomljena linija. Sa porastom vrednosti parametra p (p > 2), Voronojeve ivice postaju

sve izrazenije zakrivljene i u grani¢nom slucaju p = oo prelaze u izlomljene linije.

Na Slikama 3.3, 3.4 i 3.5 prikazani su primeri za razli¢ite ulaze kod kojih dolazi do prelaza
tacaka u susednu Voronojevu celiju. Tacke koje prelaze u susednu Voronojevu ¢eliju su
obelezene kruznicama. Posmatranjem oblika Voronojevih ivica na tim primerima, moze se
uociti da se promena pripadnosti tacaka najcesce desava kod tacaka koje se nalaze u blizini

Voronojevih ivica.
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-10 -5 0 5 10

(€)p=o0

Slika 3.3: Generisan Voronojev dijagram u drugoj iteraciji za & = 4 i 30 tacaka
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Slika 3.4: Generisan Voronojev dijagram u drugoj iteraciji za k = 3 i 48 tacaka
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(€)p=o0

Slika 3.5: Generisan Voronojev dijagram u drugoj iteraciji za £ = 5 i 55 tacaka
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Primer skupa tacaka sa celobrojnim koordinatama

Kao primer posmatra se skup svih tacaka sa celobrojnim koordinatama na mrezi 20 x 20. Iako
ovakav primer nema direktnu primenu u realnim problemima klasterovanja, on je koristan za

ilustraciju jer jasno pokazuje ponasanje tacaka u blizini Voronojevih ivica.

10 10
5 5
] 0
5 5
10 10
10 5 0 5 10 -10 5

0 5 10
2

(@p=1 b)yp=

10 10

-10 -10
-10 -5 o 5 10 -10 5 0 5 10

(c)p=25 dp=3

10

-10
-10 5 0 5 10

(e) p=o0

Slika 3.6: Voronojev dijagram za ulaz k = 5 i skup tacaka koji ¢ine sve tacke sa celobrojnim
koordinatama na mrezi 20 x 20
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Moze se uociti da veci broj tacaka u ovom primeru menja pripadnost zap = 1ip = oo

nego za vrednostip = 2.5ip = 3.

Kako vrednost parametra p raste i udaljava se od vrednosti 2, a linija sve viSe krivi, ona
postaje sve razlicitija u odnosu na liniju dobijenu za p = 2. Kako je za p = 2 uvek prisutna
potpuna podudarnost klastera i odgovarajuc¢ih Voronojevih celija, moze se steci utisak da
sa porastom vrednosti parametra p raste i verovatnoca da ce tacka koja se nalazi u blizini

Voronojeve ivice promeniti pripadnost. Medutim, ova pretpostavka ne mora biti tacna.

Analiza promena pripadnosti tacaka

.....

ivice dobijene za p = 2, odnosno sluc¢aj kada je p = oo. Na Slici 3.7 prikazane su Voronojeve
ivice dobijene za p = 2 i p = oo. Prikazan je i skup tacaka na razli¢itim pozicijama koje su
obojene bojom najblizeg centroida. Za slucaj p = 2 ve¢ je utvrdeno da nijedna tacka ne menja

pripadnost, pa ¢e se u nastavku ispitivati ponasanje tacaka za slucaj p = oo.

\

T3

-

T X centroidi

Ta x

T1
T2

N

tacke koje pripadaju

klasteru Ciji je centroid c1

C2

T12 ° e tacke koje pripadaju
Ts T13

klasteru ciji je centroid c:
T7

Slika 3.7: Primer Voronojevih ivica izmedu dva centroida (generatora) dobijenih za p = 2 i
p=00

Neka je posmatrana tacka 77 sa slike koja je dovoljno udaljena od Voronojevih ivica. Ona
pripada klasteru ¢iji je centroid C'y i Voronojevoj celiji ¢iji je generator takode C';. Dakle, nije
promenila pripadnost. Da ne dolazi do promene pripadnosti primecuje se i kod tacaka 75, 75,
T 1 T3, koje su takode dovoljno udaljene od Voronojevih ivica. Neka je sada posmatrana

tacka u blizini Voronojevih ivica, npr. Ty. Ona pripada klasteru ¢iji je centroid C; i Voronojevoj

celiji ¢iji je generator takode (. Ni ona ne menja pripadnost. Isto vazi i za tacke 75, T}y, T i
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T, koje se takode nalaze u blizini Voronojevih ivica. Dalje se analizira tacka 7%7. Ona takode
pripada klasteru ¢iji je centroid C', ali ona sada, za p = oo, pripada Voronojevoj celiji ¢iji je
generator (5. Dakle, ova tacka menja svoju pripadnost. Isto se moze primetiti i za tacke Ty i

Thp.

Dalje se razmatra slucaj kada je p = 3, odnosno kada je Voronojeva ivica sli¢nija
Voronojevoj ivici dobijenoj za p = 2 nego §to je Voronojeva ivica dobijena za p = co. Na
Slici 3.8 su prikazane Voronojeve ivice dobijene za p = 21 p = 3. Ispituje se ponasanja tacaka

za slucaj p = 3.

T3
T10
T2 To ° - p=3
T11
X centroidi
N

A Ta X . tacke koje pripadaju

klasteru ciji je centroid ¢z
Ts °

T12 e tacke koje pripadaju

e klasteru ciji je centroid c2
6 °
17 Ti3

Slika 3.8: Primer Voronojevih ivica izmedu dva centroida (generatora) dobijenih za p = 2 i
p=3

Tacke koje su dovoljno udaljene od Voronojevih ivica, T4, 15, T%, Tio i T1;, pripadaju
klasterima i Voronojevim celijama ¢iji su centroid i generator isti. Kod tih tac¢aka ne dolazi
do promene pripadnosti (sli¢no kao i u slucaju kada je p = 00). Tacke T3, Tg, Ty, T, Tho 1 113
takode pripadaju klasterima i Voronojevim ¢elijama ¢iji su centroid i generator isti. One takode
ne menjaju svoju pripadnost. Promena pripadnosti se moze videti kod tac¢aka Ty (koja pripada
centroidu C i Voronojevoj Celiji koja je generisana nad centroidom C) i 7§ (koja pripada

centroidu ' i Voronojevoj celiji koja je generisana nad centroidom C5).

Moze se primetiti da su tacke koje menjaju pripadnost kada je p = oo one koje se nalaze u
oblasti izmedu Voronojevih ivica dobijenih za p = 2i p = oc. Sli¢no, kada je p = 3, primecuje
se da su tacke koje menjaju pripadnost one koje se nalaze u oblasti izmedu Voronojevih ivica

dobijenih za p = 2 i p = 3. Analogno bivaziloizap =25ip = 1.

Posmatranjem Voronojevih ivica na Slici 3.9 i prethodnih primera, dolazi se do zakljucka
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da za svako p, p # 2, sve tacke koje se nalaze izmedu Voronojeve ivice dobijene za to p i
Voronojeve ivice dobijene za p = 2 menjaju svoju pripadnost. Takode, sve tacke koje se ne

nalaze u tim oblastima neée promeniti pripadnost.

X centroidi

Slika 3.9: Primer Voronojevih ivica izmedu dva centroida (generatora) za razlicite vrednosti
parametra p

Vazno je primetiti da se javlja potpuna podudarnost ukoliko su sve tacke van navedenih
oblasti. To znaci da p = 2 ne mora biti jedina vrednost parametra p za koju se javlja potpuna

podudarnost (videti Sliku 3.2).

Analiza tacaka u oblastima izmedu Voronojevih ivica

Posto je utvrdeno da tacke van navedenih oblasti nikada ne menjaju pripadnost, u nastavku ce

se analizirati samo tacke koje se nalaze u tim oblastima.

Radi lakse analize uvodi se pojam oblast,, koji oznacava oblast izmedu Voronojeve ivice

dobijene za p = 2 i Voronojeve ivice dobijene za posmatranu vrednost p.

Posmatranjem Slike 3.9 moze se primetiti da vazi: oblast, 5 C oblasts i oblast; C oblast.,

pa samim tim sledi da je oblast, 5 C oblast..

Na osnovu toga zakljucuje se da tacke koje se nalaze u oblastis 5 menjaju pripadnost za
p = 2.5, p = 31ip = oo. Takode, tacke koje pripadaju oblastis, ali ne i oblastis 5, menjaju
pripadnost za p = 31 p = oo, ali ne i za p = 2.5. Analogno, tacke koje se nalaze u oblasti., \

(oblasty 5 U oblast;) menjaju pripadnost samo za p = 0.
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Na primeru 3.10 (kao i na ostalim primerima u ovom radu) moze se videti da sve tacke koje
su promenile pripadnost za p = 2.5 menjaju pripadnost i za p = 3, a sve koje su promenile

pripadnost za p = 3 menjajuiza p = oo.

10
5
0
5 K
-10 -
-10 5 1] 5 10 -

(@p=1
10 10
5 5
o 0
5 5
-10 -10
10 5 0 5 10 g
©)p=25

10

-10 -5 0 5 10

(e) p=o0

Slika 3.10: Voronojev dijagram za ulaz & = 10 i skup tacaka koji ¢ine sve tacke sa celobrojnim
koordinatama na mrezi 20 x 20

Na osnovu navedenog zaklju¢uje se da je, od razmatranih vrednosti parametra
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p € {2.5,3, 0}, vrednost p = 2.5 ona za koju najmanji broj tacaka menja pripadnost. Takode,

za p = 3 manji broj tacaka menja pripadnost nego za p = oo.

Za vrednost p = 1 ponas$anje tacaka se ne moze jasno utvrditi. Iako na Slici 3.9 deluje
da oblast; ne sadrzi nijednu drugu oblast, kao i da tacke koje menjaju pripadnost za ostale
vrednosti parametra p nikad neée promeniti pripadnost za p = 1, i obrnuto, to ne mora uvek
biti slucaj. Na primer, postoje tacke koje u isto vreme pripadaju i oblasti; i oblasti, (na Slici 3.10
takve tacke su obelezene belim kruznicama). Jo$ jedan razlog zbog koga se ponasanje tacaka
za p = 1 ne moze jasno utvrditi je sto postoje situacije gde postoji vise prelaza za p = 1 nego
za p = oo (npr. u primeru 3.6), a takode i situacije u kojima je broj prelaza za p = 1 jednak

broju prelaza za p = 2.5 (npr. u primeru 3.4).
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4. ZAKLJUCAK

U ovom radu analizirana je veza izmedu klastera k-means algoritma i Voronojevih celija
konstruisanih nad njegovim centroidima. Ispitivan je uticaj razlicitih vrednosti parametra p
distance Minkovskog na njihovu medusobnu podudarnost. Poseban fokus je bio na posmatranju
promena pripadnosti tacaka, odnosno prelaza tacaka u susednu celiju, prilikom promene
vrednosti parametra p. Cilj istrazivanja je bio empirijski ispitati za koju vrednost parametra p
e najvise tacaka pripadati istom klasteru i Voronojevoj celiji koja je generisana nad njegovim

centroidom.

Analizom je potvrdeno da u slucaju kada je p = 2, odnosno kada se koristi Euklidska
distanca, dolazi do potpune podudarnosti, odnosno sve tacke ¢e pripadati istom klasteru i
odgovarajucoj Voronojevoj ¢eliji. Ovo je ocekivan rezultat jer je to direktna posledica na¢ina

rada k-means algoritma.

Za ostale vrednosti parametra p broj promena pripadnosti tacaka zavisi samo od njihovih
konkretnih polozaja. Primeceno je da ¢e sve tacke pripadati istom klasteru i odgovarajucoj
Voronojevoj ¢eliji, odnosno, do¢i ¢e do potpune podudarnosti, ako se sve tacke nalaze van
oblasti izmedu Voronojeve ivice dobijene za posmatranu vrednost parametra p i Voronojeve

ivice dobijene za p = 2.

U ostalim slu¢ajevima, ako postoje tacke u navedenim oblastima, pokazano je daje p = 2.5
vrednost parametra p za koju Ce najvise tacaka pripadati istom klasteru i odgovarajucoj
Voronojevoj cCeliji, u odnosu na p = 3 i p = oco. Takode, za p = 3 veci broj tacaka ce pripadati
istom klasteru i odgovarajucoj Voronojevoj Celiji nego za p = co. Za slucaj p = 1 se nije moglo

jasno utvrditi.

Dobijeni rezultati u ovom radu doprinose boljem razumevanju odnosa izmedu
klasterovanja i geometrijskih podela prostora. Oni mogu predstavljati osnovu za dalja
istrazivanja, posebno za ispitivanje veze izmedu drugih algoritama klasterovanja i
Voronojevih dijagrama pri upotrebi razli¢itih metrika. Takode, otvaraju mogucnost za

razmisljanje o prosirenju na visedimenzionalne prostore i realne podatke.
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